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確に測定すると，測定値 xが zである確率 Pr{x= xlρ}はBornの統計公式







写像 EA:X日 EA(X)はAのスペクトル測度と呼ばれる [1].公理Q2から，測
定値の平均値 (A)と標準偏差σ(A)は，
(A) = Tr[Aρl (2) 
及び











を満たす状態 ρ(t)にある.ここで， 1iは所与の単位系における Planck定数を 2π
で、割った値を表す.
公理Q4(合成系).冗を状態空間とする系 Slとκを状態空間とする系 S2の
合成系S= Sl + S2の状態空間はテンソル積行③κで与えられ， Slの物理量 A










子力学系とし， A(x)を出力変数xを持ち，系 Sを測定する装置とする.系 Sを
装置 A(x)の(測定)対象と呼ぶ.以下では，出力変数 xは数直線 R に値を持
っとする.任意の実数 zεRに対して， “x x"によって，装置 A(x)の測定
値がzであるという測定結果を表わす.公理Mlから，出力変数xの確率分布は
対象の測定直前の状態 ρによって決定されるので，それを Pr{x二 xllρ}で表し，
A(x)の入力状態ρにおける出力分布と呼ぶ.状態 ρがベクトル状態 ρ二 |ψ)(ψ| 
のとき， Pr{x = xllψ} = Pr{x = xllρ}と表す.
この講義では，出力分布は次の条件を満たすと仮定する.
(i)正値性:任意の zεRに対して， Pr{x = xllρ}とo.
(i)単位性:LXERPr{Xニ xllρ}=1.
(ii)有限性:ある有限集合 Sが存在して，任意の状態 ρに対して，xtf_Sなら
ばPr{x= xllρ} = o. 
2.2 量子状態収縮
公理Mlから，入力状態 ρと測定値 x=xに対して， Pr{x = xllρ} > 0なら
ば，測定直後の状態が定まるので，それを ρ{x二 x} と表し，入力状態 ρに対する，





引き続いて行なったとする.装置A(x)の測定値が X 二 Z であるという条件の下で
の装置 A(y)の測定値が y=ν であるという条件付き確率を Pr{y= ylx =刈|ρ}
と表す.すると，条件 x=xの下で装置A(y)による測定の直前の状態は， ρ{x=x}
である.従って，
Pr{y =νIx=xllρ} = Pr{y =ν11ρ{x=x} } 











Pr{xニ x，y=ν11ρ} = Pr{y = yllρ{xニx}} Pr {x = x 1ρ} (7) 
によって与えられる.従って， 2つの装置を引き続き適用して得られる測定値の




数 ρ日 Pr{xニ丸Y二 yllρ}は，任意の実数の組 ιν に対して密度作用素 pの凸
線形関数である.
つまり，
Pr{x = x， y = ylpρ1 + (1-p)ρ2} 
pPr{xニ瓜y=υ11ρI}+ (1-p) Pr{ x二 x，y=υ11ρ2} (8) 
が成り立つ. ここで， ρ1，ρ2は密度作用素を表し，pはOくpく 1を満たす.
この公理は次のように正当化される.対象 Sと同等の系からなり，密度作用素
ρ1で表される統計集団 E1と密度作用素ρ2で表される統計集団 E2があるとし，対
象 Sが確率pで統計集団 E1から選ばれ，確率 1-pで統計集団 E2から選ばれた
とすると，測定値 (xぅy)= (xぅy)が得られる確率は右辺で表される.一方，この時，
















定理 2.1(出力分布の混合則)任意の装置 A(x)と実数 zεRに対して，対応
ρ日 Pr{x= xllp}は，密度作用素 ρの凸線形関数である.
出力分布を特徴付けるために，次の定義を導入する.数直線 Rから冗上の線
形作用素の空間乙(行)への写像 II:Rト→ II(x)は，次の条件を満たすとき， (有
限)確率作用素測度 (probabilityoperator-valued measure， POVM) と呼ばれる:
(i)正値性:すべての実数zεRについて II(x)三o.
(i)単位性:L:x命日(x)= 1. 






Pr{x = xllρ} = Tr[II(x)ρl 







? ? 、 、
が成り立つ.
(10)式で定義される POVMIを装置 A(x)のPOVMと呼ぶ.
Aを系 Sの物理量とする.装置 A(x)が入力状態 ρにおいて物理量 Aに関す
るBorn統計公式(BSF)を満たすとは，











在する.式 (10)及び式 (11)から，装置 A(x)が物理量を正確に測定するための






I(x)ρ二 Pr{x= xlρ}ρ{x=x} (12) 
によって定義する.ここで， ρは密度作用素を，xは実数を表す.写像I(x)は，任















上で与えられた写像 I(x)は， A(x)の測定値 xニ zに対するオペレーション
と呼ばれる.また，写像Zは，装置 A(x)のインストルメントと呼ばれる. この
時，出力分布と出力状態は，







と表される.ここで，第2の関係は， Pr{xニ xlρ}> 0を仮定している.従って，
もし，Ix及びみがそれぞれA(x)及び A(y)のインストルメントならば，結合
出力分布は，








像の空間乙(冗)上の線形写像 T*で任意の Aぅρζ 乙(冗)に対して









作用素 I(x)*Iは，オペレーション I(x)のエフェクトと呼ばれる.式 (13)及び
式 (16)より
Pr{x二 xllρ}= Tr[(I(x)* 1)ρl (17) 
を得る.ここで， ρは任意だから， 式 (10)と比較するとう任意の実数zに対して







= Tr{I(x)* [IIy(ν)]ρ} (19) 
が得られる.従って，結合出力分布は，任意の実数ινεRに対して












Pr{xε ム，y=ν11ρ} Pr{y = ylρ{xξム}}Pr{xε ム1ρ}
= Tr[IIy(ν) Pr{xξ ム11ρ}ρ{xEム}1 (22) 
が得られる.一方，式 (7)から
Pr{xε ム，y= yllρ} エPr{x二川r= yllρ} 
zεム
= 2二Pr{y=ν11ρ{x=x}} Pr{xニ xllρ}
xξム
= Tr[IIy(ν)乞Pr{x= xllρ}ρ{x=x}l (23) 
zξム
が得られる.ここで， A(y)が任意の射影作用素 Eを測定する装置とし，y = 1 
とすれば， IIy(ν)ニ Eとなる.Eは任意だから，式 (22)と式 (23)を比較して，





と定義する.装置 A(x)のインストルメントを Zとすると，任意の状態、 ρに対
して，
I(ム)ρ=Pr{xε ム1ρ}ρ{xεム} (26) 
を満たす.I(ム)は，装置 A(x)の測定結果 xε ムに対するオペレーシヨンと呼
ばれる.状態、 ρから状態 ρ{xεム}への状態変化を選択的量子状態収縮と呼ぶ.一
方，状態変化 ρ←→ ρ{託R}は，非選択的量子状態収縮と呼ばれる.装置 A(x)の










Tr[Tρ1 = Trρ (27) 
が任意の作用素 ρについて成り立ち，また，





















































Ix' (x) (ρ⑧ρ') Pr{x' = xlρ ⑧ρ'}(ρQ9 p'){x'司}
= Pr{x = xlρ}ρ{x=x} Q9ρ/ 
一 1040-
「第56因物性若手夏の学校 (2011年度)J
二 [Ix(x)ρ]@ρf (30) 
が導かれる.ここで， ρ?ρ/は密度作用素であるが，Ix(x)ぅIx'(x)の線形性から，任
意の ρε 乙(冗)及び ρfε 乙(1ず)についても式 (30)が成立する.すると，再び
Ix(x)ぅIx'(x)の線形性から，任意のめ ζ乙(冗)及び ρ;ε 乙(冗')に対して，
Ix'(x)(玄ρj⑧ρ;)=玄[Ix(x)ρIj]@ P~ (31) 
J J 
が成り立つ.従って，公理M3を認めると
Ix'(x) = Ix(x)⑧ id7-{， (32) 
が成り立たなければならない.つまり，自明的拡張で得られる装置のインストル
メント Ix'は一意に定まる.
さて， η 次元Hilbert空間行fに対して，T @ id7-{，が正値写像になるとき，Tは
ηー 正値写像で、あると言う.すると，n + 1-正値写像は，n-正値写像になる.η=1
のときは，通常の正値写像のことを意味するので，これは，正値写像の概念を強





T(Iゆj)(仇1)= 1仇)(内| (3) 
によって定義される 以上の議論を纏めると次のようになる.
インストルメント Zは，すべての zεRについて I(めが完全正値ならば完
全正値と呼ばれる.公理M3を認めると，式 (32)から装置A(x)のインストル
メント Ixは，完全正値でなければならないという結論が導かれる.つまり，イン
ストルメント Ix'の性質から， Ix'(x)は正値写像であり，従って，Ix(x)⑧ id行f

































物理量とし，Bを系 82の物理量とする.合成系 81+82の初期状態を ρ12とする.
物理量 Aを装置A(x)により時刻 tで測定し，物理量 Bを装置A(y)により時刻
sで測定すると仮定する.ただし， 。く tく Sで，時刻 0以降は 81と82の間に
相互作用はないとする.この測定の測定値の結合確率分布をPr{x= x，y二 yllρ12}








Pr{xεR，y=ν11ρ12} = Pr{y =υ11ρ12} 
が成り立つことを言う.このとき次の定理が得られる [8].
定理 3.1(局所測定定理)装置A(x)による物理量 Aの測定が 81において局所
的であれば，結合確率分布は，
(34) 
Pr{x =久y=yllρ12}= Tr[EA(t)(x)⑧ EB(り(ν)ρ斗 (35)













定の状態 σに準備されるとする.従って，合成系 S十Pは，時刻 tにおいて状




このように装置A(x)は， Hilbert空間 κ?κ 上の密度作用素 σぅκ@冗上のユ
ニタリ作用素 U，及び， κ上の自己共役作用素 M からなるA(x)の測定過程と
呼ばれる 4つ組(κ7久 UぅM)で記述される.ここで， κはプロープの状態空間， σ
はプロープの状態準備，Uは，プロープと対象の合成系の時間発展，M は，メー
タ物理量を表す.測定過程 (κぅ仇 UうM)は， σが純粋状態、ならば，純粋であると







におけるメータ物理量 M の測定で与えられるので，状態 U(ρ⑧σ)がにおける物
理量 M に対する BSFにより， A(x)の出力分布は，





Pr{x =刈|ρ}= Tr[TrJC{U↑[1② EM(x)]U(1②σ)}ρ] (37) 
と書き直すことができる.ρ は任意なので，式 (10)と式 (37)を比較してう A(x)
のPOVMが







ρ日 ρf二 TrJC[U(ρ8σ)U↑] (39) 
によって決定される.
装置A(x)によって引き起こされる選択的状態収縮を決定するために，時刻t+ムt
に観測者は，同一の系 Sの任意の物理量 Bを局所的に測定するとしよう.A(y) 
を，Bを測定し，出力変数 yを持つ装置とする.時刻 t+ムtに実行される Pに
おける M の測定と， sにおける Bの測定は， ともに局所的なので，局所測定定
理により，それらの出力確率分布は，状態、U(ρ8めがにおける I⑧M 及び B⑧I
の同時測定の公式を満たす.従って， A(x)とA(y)の結合出力分布は，






Pr{xニ x，y二 ν11ρ} = Tr[EB(ν)Trκ{[I Q9 EM(x)]U(ρ8σ)U↑}] (41) 
が得られる.一方， 式 (7)から同ーの結合出力分布が
Pr{x =ιyニ yllp} Tr[EB(y)ρ{x=x}]Pr{x二 xllρ}
Tr[EB(ν)Pr{x = xllp}ρ{x=x}] (42) 
によって与えられる.B及び yは任意なので，式(41)と(42)を比較して，
Pr{x = xlρ}ρ{x=x} = Trκ{[I③EM (x)]U(ρ8σ)U↑} (43) 
が得られる.Eq. (36)から状態ρ{x=x}は，
IfK{[I @ EM(x)]U(ρ⑧σ)U↑} 
ρ{x司} = Tr{[I @ EM(x)]U(ρ③ σ)U↑} ( 4)
と一意に決定される.ただし， xはPr{x二 xllρ}> 0を満たす実数とする.
上式は，文献[9]で最初に導かれた.ここで， Eq. (44)を導くために，次の議論
のように射影仮説を根拠なく利用してはいないことに注意する必要がある.つま
り，測定値が x二 Z である場合，測定の直後に合成系 S十Pが
ρS+P [I③EM(x)]U(ρ8σ)U↑[1 @ EM(X)] 















よる測定が測定値 x=xを導くという条件の下で 時刻 t+ムtにおける状態は，
ρ{x=x}である.従って， 式(43)から結合出力分布は，
Pr{x二 Zぅy=ど[ρ} = Pr{y = x[ρ{x=x}} Pr{xニ x[ρ}
二 Tr[IIy(ν)Pr{x二 x[ρ}ρ{x=x}] 





I(x)ρ= Trκ{[I @ EM (X)]U(ρ③σ)U↑} ( 47) 
を満たす.上の関係から Zが完全正値性を持つことが容易に知られる;完全正
値性の別の特徴付けとして，乙(行)上の線形写像が完全正値であるための必要十分












Tρ= Trκ[U(ρ⑧σ)U↑] (49) 
と表すことができる.任意の作用素A，ρε 乙(冗)，実数 zεRに対して，
Tr[AI(x)ρ] = Tr(ATrK:{[I @ EM (x)]U(ρ8σ)U↑}) 
Tr{[A⑧EM(x)]U(p0σ)が}
= Tr{が[A⑧ EM(x)]U(ρ⑧σ)}






I(x)*A = Trκ{U↑[A⑧EM(x)]U(1②σ)} 
Tr(Trκ{U↑[A Q9 EM (x)]U(1③σ)}ρ) (51 ) 
(52) 
が任意の作用素 Aε 乙(冗)に対して成立する.特に， A(x)の POVMITは任意
の実数 zに対して
IT(x) = Trκ{U↑[1⑧EM (x)]U(1 Q9σ)} (53) 
を満たす.また，非選択的双対オペレーション T*は任意の作用素Aに対して，
T*A = Trκ{U↑(A Q9 I)U(1⑧σ)} (54) 
を満たす.
測定過程実現定理から，すべての完全正値インストルメントメント Zは，純粋
な測定過程 (κ?とうUぅM)を持つ.ψε 冗とすると， 式 (50)から
(ψI(x)* AIψ) = Tr{[I(x)* A]Iψ) (ψI} 
= Tr{が[A③EM(x)]U(1ψ)(ψ|③!と)(とI)}
= (ψ⑧ごlut[A⑧EM(x)]UI?/J Q9 C-) 
が得られる.ψε 冗は任意なので，
I(x)*A=(ごIU↑[AQ9 EM (x)]UIC-) (5) 
が得られる.ここで， (と1.. 'IC-)はκ上の部分内積を表す.Vを行からκへの線
形写像で任意のψε 冗に対して

































時刻 tの状態 ρ⑧σを初期状態とする Heisenberg描像で，A(t)=A⑧1， M(t) = 
10M， A(t十ムt)= U↑(A③I)UぅM(t+ムt)=が(10M)Uと表す.s十Pの任意
の物理量Oに対して，状態 ρ⑧σにおける Oの期待値を (0)で表す.すなわち，












N(A) = M(t +ムt)-A(t) ?， ???? ??、?
と表される.すると，入力状態 ρにおいて物理量 Aを測定する際の装置A(x)の
(2乗平均平方根)誤差が
ε(A，ρ) = (N(A)2)1/2 (62) 
と定義される.誤差 ε(Aぅρ)は，測定値に含まれる 2乗平均平方根誤差を表す.













を 。(n)(I) = L xnII(x) (63) 
zεR 







AをSの物理量とし， ρをSの状態とする.ρ における Hの Aに対する (2
乗平均平方根)距離 dρ(I，A) を
dρ(IIぅA)= Tr{[O(川I)-O(II)2十 (O(II)-A)ヤ}1/2 (64) 
と定義する.上式から容易に
dρ(IIぅA)= Tr[(O(引I)-20(II) 0 A + A2)ρl山 (65)
が得られる.ここで，XoA=(XA+AX)j2. 
さて， POVMと物理量の間の距離について，次の性質が成り立つ.
定理 4.2Cを系 S十Pの物理量とし， σをPの状態、とする.もし， IIcが任意
のzξRについての関係
IIc(x) = Trκ[EC (x)(I⑧σ) ] 
によって定義されるならば，
dp(IIcぅA)2二 Tr[(C-A @ I)2(ρ8σ)] 
、 ? 、 ?? ?







定理 4.3A(x)を測定過程 (κぅ久UぅM)をもっ装置とし， IをA(x)の POVM
とする.すると，誤差 ε(A，ρ)は日によって











(EB(の(x)= (EB(t+ムt)(x) (70) 
が成り立つことを言う.ここで，xは任意の実数であり，B(t) = B⑧I及びB(t+
ムt)= U↑(B@I)Uとおいた.装置A(x)が物理量Bを乱さない，または，B-無




定理 4.4装置 A(x)が物理量 Bを乱さないための必要十分条件は，






D(B) = U↑(B@I)U -B@]ぅ (72) 
または， Heisenberg描像で
D(B) = B(t +ムt)-B(t) (73) 
によって定義する.装置 A(x)の物理量 Bに対する入力状態ψにおける (2乗平
均平方根)擾乱 η(B，ρ)は，


















η(B，ρ) = dρ(T*EBぅB) (76) 
と定まる. ここで，T*EBは，任意の zに対する関係






ε(刷(B) ど ~I([A ， B])I (78) 
の正当性を厳密に調べることができる.この関係式は，有名なガンマ線顕微鏡の
思考実験により， Heisenberg [14]が，位置測定の誤差 ε(Q)とそれによる運動量
の擾乱η(P)の聞の関係として提唱した関係









対象の二つの物理量とする.状態、 ρ8σ を初期状態とする Heisenberg描像で
Alll A0Iう
Ml 1③ M 
Aout U↑(A 0I)Uぅ






Mout 二 Ail十 N(A)ぅ
Bout Bil + D(B). 
(84) 
(85) 
を満たす.MとBは異なる系に属する物理量なので， [Mout， Bout] = 0が成り立
つ 従って，誤差作用素と擾乱作用素に関する次の交換関係が成り立つ:
[N(A)ぅD(B)]+ [N(A)うBlll]+[AlへD(B)] = _[AlへBl]. (86) 
状態 ρoσ における両辺の期待値の絶対値をとり，三角不等式を適用すれば，
I([N(A)ぅD(B)])I+ I([N(A)， B町+([AlぺD(B)])IとITr([A，B]ρ)1. (87) 
が得られる.分散は 2乗平均を超えないので，
ε(A，ρ) 三 σ(N(A)ぅρ② σ)う







州 (B)+→: | (q仰[問N川 BグP訓州加叶吋小l]η)+ ([Ail竺リnへ うρD附 |μ>J1hh何|阿旧剛Tr町附吋(一 2
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